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0. 常用符号与基本关系

• 轴力：𝐹𝑁，剪力：𝐹𝑆，扭矩：𝑇，弯矩：𝑀。
• 横截面面积：𝐴，弹性模量：𝐸，切变模量：𝐺，泊松比：𝜇。
• 正应力：𝜎，切应力：𝜏，线应变：𝜀，切应变：𝛾。
• 许用应力：

[𝜎] = 𝜎𝑢
𝑛 , [𝜏 ] = 𝜏𝑢

𝑛
• 极限应力与许用应力按材料区分：

– 塑性材料（典型：低碳钢）：极限应力取屈服极限 𝜎𝑢 = 𝜎𝑠；无明显屈服时取名义屈服极限 𝜎𝑝0.2。

许用应力

[𝜎] = 𝜎𝑠
𝑛𝑠

或 [𝜎] = 𝜎𝑝0.2
𝑛𝑠

.

– 脆性材料（典型：铸铁）：极限应力按拉、压分别取 𝜎𝑏𝑡、𝜎𝑏𝑐。许用应力

[𝜎𝑡] = 𝜎𝑏𝑡
𝑛𝑏

, [𝜎𝑐] = 𝜎𝑏𝑐
𝑛𝑏

.

其中 𝑛𝑠 为按屈服确定的安全系数，𝑛𝑏 为按强度极限确定的安全系数。脆性材料通常 𝜎𝑏𝑐 ≫ 𝜎𝑏𝑡，所

以拉、压应力要分别校核。

• 各向同性线弹性材料：
𝐺 = 𝐸

2(1 + 𝜇)
• 强度校核的一般形式：

𝜎max ≤ [𝜎], 𝜏max ≤ [𝜏]

0.1 正应力与剪应力的来源对比

直观理解：

• 正应力 𝜎：截面法线方向上的拉开或压紧，体现为 “垂直截面” 的拉压。
• 剪应力 𝜏：截面切线方向上的相对滑动，体现为 “平行截面” 的剪切。

正应力 𝜎 的常见来源：

来源 物理图像 公式

轴力拉压 杆件沿轴线被拉长或压短 𝜎 = 𝐹𝑁
𝐴

弯曲拉压 梁一侧受拉、另一侧受压 𝜎 = 𝑀𝑦
𝐼𝑧

剪应力 𝜏 的常见来源：

来源 物理图像 公式

圆轴扭转 横截面绕轴相对转动，材料沿圆

周方向滑移

𝜏 = 𝑇 𝜌
𝐼𝑝

弯曲剪切 相邻横截面因剪力产生相对滑动 𝜏 = 𝑉 𝑆∗
𝑧

𝐼𝑧𝑏 = 𝐹𝑆𝑆∗
𝑧

𝐼𝑧𝑏

危险点应力类型取决于内力：
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• 只有轴力或弯矩时，通常主要校核 𝜎。
• 只有扭矩或剪力时，通常主要校核 𝜏。
• 弯扭、拉弯扭等组合变形中，危险点往往同时有 𝜎 和 𝜏，应进一步用主应力或第三、第四强度理论校
核。

1. 轴向拉伸与压缩

1.1 横截面正应力

𝜎 = 𝐹𝑁
𝐴

拉压杆强度条件：

𝜎max = 𝐹𝑁,max
𝐴 ≤ [𝜎]

1.2 斜截面应力

单向拉压应力 𝜎0 作用下，按课件中的斜截面角度 𝛼：

𝜎𝛼 = 𝜎0 cos2 𝛼

𝜏𝛼 = 𝜎0
2 sin 2𝛼

最大正应力发生在横截面：

𝜎max = 𝜎0

最大切应力发生在 𝛼 = 45∘：

𝜏max = 𝜎0
2

1.3 轴向变形

胡克定律：

𝜎 = 𝐸𝜀

轴向线应变：

𝜀 = Δ𝑙
𝑙

等截面、常轴力杆：

Δ𝑙 = 𝐹𝑁 𝑙
𝐸𝐴

分段杆：

Δ𝑙 = ∑
𝑖

𝐹𝑁𝑖𝑙𝑖
𝐸𝑖𝐴𝑖

变截面或变轴力杆：

Δ𝑙 = ∫
𝑙

0

𝐹𝑁(𝑥)
𝐸(𝑥)𝐴(𝑥) 𝑑𝑥
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泊松比：

𝜇 = ∣𝜀
′

𝜀 ∣

横向应变：

𝜀′ = −𝜇𝜀

1.4 拉压应变能

等截面、常轴力：

𝑉𝜀 = 1
2𝐹𝑁Δ𝑙 = 𝐹 2

𝑁 𝑙
2𝐸𝐴 = 𝐸𝐴(Δ𝑙)2

2𝑙

单位体积应变能：

𝑣𝜀 = 1
2𝜎𝜀 = 𝜎2

2𝐸 = 𝐸𝜀2

2

1.5 温度应力

自由热伸长：

Δ𝑙𝑇 = 𝛼Δ𝑇 𝑙

完全约束时产生的热应力大小：

|𝜎𝑇 | = 𝐸𝛼|Δ𝑇 |

升温且伸长受阻时为压应力。

1.6 应力集中

理论应力集中系数：

𝐾 = 𝜎max
𝜎

其中 𝜎 为名义应力。

2. 剪切与挤压

2.1 剪切

平均切应力：

𝜏 = 𝐹𝑆
𝐴

剪切强度条件：

𝜏 = 𝐹𝑆
𝐴 ≤ [𝜏]
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2.2 挤压

挤压应力：

𝜎𝑏𝑠 = 𝐹𝑏𝑠
𝐴𝑏𝑠

挤压强度条件：

𝜎𝑏𝑠 ≤ [𝜎𝑏𝑠]

常见销钉连接中，挤压面积取接触面的投影面积。

3. 扭转

3.1 外力偶矩与功率

功率 𝑃 的单位为 kW，转速 𝑛 的单位为 r/min 时：

𝑀𝑒 = 9549𝑃
𝑛 (N ⋅ m)

工程计算中常取近似：

𝑀 ≈ 9550𝑃
𝑛 (N ⋅ m)

3.2 圆轴扭转应力

圆轴扭转变形几何关系：

𝛾𝜌 = 𝜌𝑑𝜑
𝑑𝑥

切应力分布：

𝜏𝜌 = 𝐺𝛾𝜌 = 𝑇 𝜌
𝐼𝑝

最大切应力：

𝜏max = 𝑇 𝜌max
𝐼𝑝

= 𝑇
𝑊𝑡

扭转强度条件：

𝜏max = 𝑇max
𝑊𝑡

≤ [𝜏]

3.3 极惯性矩与抗扭截面系数

定义：

𝐼𝑝 = ∫
𝐴

𝜌2 𝑑𝐴, 𝑊𝑡 = 𝐼𝑝
𝜌max

实心圆轴：

𝐼𝑝 = 𝜋𝑑4

32 , 𝑊𝑡 = 𝜋𝑑3

16
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空心圆轴，𝛼 = 𝑑/𝐷：
𝐼𝑝 = 𝜋𝐷4

32 (1 − 𝛼4)

𝑊𝑡 = 𝜋𝐷3

16 (1 − 𝛼4)

薄壁圆管，平均半径 𝑟0，壁厚 𝛿：
𝜏 = 𝑇

2𝜋𝑟2
0𝛿

3.4 扭转变形与刚度

相对扭转角：

𝜑 = ∫
𝑙

0

𝑇 (𝑥)
𝐺𝐼𝑝(𝑥) 𝑑𝑥

等截面、常扭矩：

𝜑 = 𝑇 𝑙
𝐺𝐼𝑝

分段常量：

𝜑 = ∑
𝑖

𝑇𝑖𝑙𝑖
𝐺𝑖𝐼𝑝𝑖

单位长度扭转角：

𝜑′ = 𝑇
𝐺𝐼𝑝

若用度每米：

𝜑′
deg/m = 180

𝜋
𝑇

𝐺𝐼𝑝

扭转刚度条件：

𝜑′ ≤ [𝜑′]

3.5 矩形截面杆扭转

矩形截面边长 ℎ ≥ 𝑏，即 ℎ 为长边、𝑏 为短边：

𝜏max = 𝑇
𝑊𝑡

, 𝜑′ = 𝑇
𝐺𝐼𝑡

𝑊𝑡 = 𝛼ℎ𝑏2, 𝐼𝑡 = 𝛽ℎ𝑏3

系数 𝛼, 𝛽 查表。窄长矩形 ℎ/𝑏 > 10 时：
𝛼 ≈ 𝛽 ≈ 1

3



目录 8

4. 弯曲内力

4.1 剪力、弯矩与分布载荷关系

按课件约定，向上的分布载荷 𝑞(𝑥) 为正：
𝑑𝐹𝑆
𝑑𝑥 = 𝑞(𝑥)

𝑑𝑀
𝑑𝑥 = 𝐹𝑆(𝑥)

𝑑2𝑀
𝑑𝑥2 = 𝑞(𝑥)

积分形式：

𝐹𝑆(𝑏) − 𝐹𝑆(𝑎) = ∫
𝑏

𝑎
𝑞(𝑥) 𝑑𝑥

𝑀(𝑏) − 𝑀(𝑎) = ∫
𝑏

𝑎
𝐹𝑆(𝑥) 𝑑𝑥

4.2 图形规律

• 集中力使剪力图发生突变，突变量等于该集中力的代数值。
• 集中力偶使弯矩图发生突变，突变量等于该集中力偶的代数值。
• 均布载荷区段：剪力图为一次函数，弯矩图为二次函数。
• 弯矩极值通常出现在端点、集中力作用点、集中力偶作用点，或 𝐹𝑆 = 0 的截面。

5. 平面图形几何性质

5.1 静矩与形心

对 𝑧, 𝑦 轴的静矩：
𝑆𝑧 = ∫

𝐴
𝑦 𝑑𝐴, 𝑆𝑦 = ∫

𝐴
𝑧 𝑑𝐴

形心坐标：

𝑦𝑐 = 𝑆𝑧
𝐴 , 𝑧𝑐 = 𝑆𝑦

𝐴

组合截面：

𝑦𝑐 = ∑ 𝐴𝑖𝑦𝑖
∑ 𝐴𝑖

, 𝑧𝑐 = ∑ 𝐴𝑖𝑧𝑖
∑ 𝐴𝑖

常见形心位置：

• 矩形 𝑏 × ℎ：形心在几何中心，
̄𝑥 = 𝑏

2, ̄𝑦 = ℎ
2

• 三角形：形心在三条中线交点处，距底边为 ℎ/3，距顶点为 2ℎ/3。

• 直角三角形，两直角边分别为 𝑎, 𝑏，坐标原点取直角顶点：

̄𝑥 = 𝑎
3 , ̄𝑦 = 𝑏

3
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• 半圆，半径 𝑅：形心在对称轴上，距直径边：

̄𝑦 = 4𝑅
3𝜋

• 四分之一圆，半径 𝑅，坐标轴取两条半径：

̄𝑥 = ̄𝑦 = 4𝑅
3𝜋

5.2 惯性矩、惯性积与极惯性矩

𝐼𝑧 = ∫
𝐴

𝑦2 𝑑𝐴, 𝐼𝑦 = ∫
𝐴

𝑧2 𝑑𝐴

𝐼𝑦𝑧 = ∫
𝐴

𝑦𝑧 𝑑𝐴

𝐼𝑝 = ∫
𝐴

𝜌2 𝑑𝐴 = 𝐼𝑦 + 𝐼𝑧

惯性半径：

𝑖𝑦 = √𝐼𝑦
𝐴 , 𝑖𝑧 = √𝐼𝑧

𝐴

5.3 平行移轴公式

设 𝑦𝑐, 𝑧𝑐 为形心轴，新 𝑧 轴相对 𝑧𝑐 轴沿 𝑦 方向偏移 𝑎，新 𝑦 轴相对 𝑦𝑐 轴沿 𝑧 方向偏移 𝑏：

𝐼𝑧 = 𝐼𝑧𝑐
+ 𝑎2𝐴

𝐼𝑦 = 𝐼𝑦𝑐
+ 𝑏2𝐴

𝐼𝑦𝑧 = 𝐼𝑦𝑐𝑧𝑐
+ 𝑎𝑏𝐴

5.4 转轴公式与主惯性矩

坐标轴转过角 𝛼 后：
𝐼𝑦1

= 𝐼𝑦 + 𝐼𝑧
2 − 𝐼𝑦 − 𝐼𝑧

2 cos 2𝛼 − 𝐼𝑦𝑧 sin 2𝛼

𝐼𝑧1
= 𝐼𝑦 + 𝐼𝑧

2 + 𝐼𝑦 − 𝐼𝑧
2 cos 2𝛼 + 𝐼𝑦𝑧 sin 2𝛼

𝐼𝑦1𝑧1
= −𝐼𝑦 − 𝐼𝑧

2 sin 2𝛼 + 𝐼𝑦𝑧 cos 2𝛼

主轴条件：

𝐼𝑦1𝑧1
= 0

主轴方位：

tan 2𝛼0 = 2𝐼𝑦𝑧
𝐼𝑦 − 𝐼𝑧

主惯性矩：

𝐼max,min = 𝐼𝑦 + 𝐼𝑧
2 ± 1

2√(𝐼𝑦 − 𝐼𝑧)2 + 4𝐼2𝑦𝑧
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5.5 常用截面几何性质

矩形，宽 𝑏，高 ℎ，对形心轴：
𝐼𝑧 = 𝑏ℎ3

12 , 𝐼𝑦 = ℎ𝑏3

12

𝑊𝑧 = 𝐼𝑧
ℎ/2 = 𝑏ℎ2

6

圆形，直径 𝑑：
𝐼𝑧 = 𝐼𝑦 = 𝜋𝑑4

64

𝑊𝑧 = 𝜋𝑑3

32

空心圆，外径 𝐷，内径 𝑑，𝛼 = 𝑑/𝐷：

𝐼𝑧 = 𝐼𝑦 = 𝜋𝐷4

64 (1 − 𝛼4)

𝑊𝑧 = 𝜋𝐷3

32 (1 − 𝛼4)

空心矩形，外尺寸 𝑏0 × ℎ0，内尺寸 𝑏 × ℎ：

𝐼𝑧 = 𝑏0ℎ3
0 − 𝑏ℎ3

12

𝑊𝑧 = 𝐼𝑧
ℎ0/2

6. 弯曲应力

6.1 纯弯曲正应力

曲率关系：

𝜀 = 𝑦
𝜌

1
𝜌 = 𝑀

𝐸𝐼𝑧

弯曲正应力：

𝜎 = 𝑀𝑦
𝐼𝑧

最大弯曲正应力：

𝜎max = 𝑀max
𝑊𝑧

弯曲强度条件：
𝑀max
𝑊𝑧

≤ [𝜎]

非对称截面受弯时，拉、压边缘分别校核：

𝜎𝑡 = 𝑀𝑦𝑡
𝐼𝑧

, 𝜎𝑐 = 𝑀𝑦𝑐
𝐼𝑧
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6.2 弯曲切应力

横力弯曲切应力：

𝜏 = 𝐹𝑆𝑆∗
𝑧

𝐼𝑧𝑏

其中 𝑆∗
𝑧 为所求点一侧面积对中性轴 𝑧 的静矩，𝑏 为该处截面宽度。

矩形截面：

𝜏 = 𝐹𝑆
2𝐼𝑧

(ℎ2

4 − 𝑦2)

𝜏max = 3𝐹𝑆
2𝐴

圆形截面：

𝜏max = 4𝐹𝑆
3𝐴

工字形截面腹板处常用：

𝜏max = 𝐹𝑆𝑆∗
𝑧,max

𝐼𝑧𝑑

其中 𝑑 为腹板厚度。

7. 弯曲变形

7.1 挠度与转角

挠曲线：

𝑤 = 𝑤(𝑥)

小变形下转角：

𝜃 ≈ tan 𝜃 = 𝑑𝑤
𝑑𝑥 = 𝑤′

课件符号下的近似微分方程：

𝐸𝐼𝑧𝑤″ = 𝑀(𝑥)

积分法：

𝐸𝐼𝑧𝑤′ = ∫ 𝑀(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝐶

𝐸𝐼𝑧𝑤 = ∫ [∫ 𝑀(𝑥) 𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝐶𝑥 + 𝐷

常用边界条件：

铰支或滚支处：𝑤 = 0

固定端：𝑤 = 0, 𝜃 = 0

对称截面：𝜃 = 0

连续点：𝑤, 𝜃 连续

取挠度正向与课件相反时，微分方程符号相应改变。
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7.2 常用梁变形公式

悬臂梁，自由端受集中力 𝐹：
𝜃𝐵 = 𝐹𝑙2

2𝐸𝐼 , 𝑤𝐵 = 𝐹𝑙3
3𝐸𝐼

悬臂梁，自由端受力偶 𝑀𝑒：

𝜃𝐵 = 𝑀𝑒𝑙
𝐸𝐼 , 𝑤𝐵 = 𝑀𝑒𝑙2

2𝐸𝐼

悬臂梁，全跨均布载荷 𝑞：
𝜃𝐵 = 𝑞𝑙3

6𝐸𝐼 , 𝑤𝐵 = 𝑞𝑙4
8𝐸𝐼

简支梁，跨中集中力 𝐹：
𝜃𝐴 = 𝜃𝐵 = 𝐹𝑙2

16𝐸𝐼

𝑤𝐶 = 𝐹𝑙3
48𝐸𝐼

简支梁，全跨均布载荷 𝑞：
𝜃𝐴 = 𝜃𝐵 = 𝑞𝑙3

24𝐸𝐼

𝑤𝐶 = 5𝑞𝑙4
384𝐸𝐼

简支梁，一集中力 𝐹 作用于距左支座 𝑎、距右支座 𝑏 处，𝑙 = 𝑎 + 𝑏：

𝑤𝐶 = 𝐹𝑎2𝑏2

3𝐸𝐼𝑙

8. 应力状态与应变状态

8.1 平面应力变换

已知 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜏𝑥𝑦，斜截面法线与 𝑥 轴夹角为 𝛼：

𝜎𝛼 = 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦
2 + 𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2 cos 2𝛼 − 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝛼

𝜏𝛼 = 𝜎𝑥 − 𝜎𝑦
2 sin 2𝛼 + 𝜏𝑥𝑦 cos 2𝛼

主平面方位：

tan 2𝛼0 = − 2𝜏𝑥𝑦
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

主应力：

𝜎1,2 = 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦
2 ± √(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2 )
2

+ 𝜏2𝑥𝑦

最大切应力：

𝜏max = √(𝜎𝑥 − 𝜎𝑦
2 )

2
+ 𝜏2𝑥𝑦 = 𝜎1 − 𝜎2

2



目录 13

最大切应力平面：

tan 2𝛼1 = 𝜎𝑥 − 𝜎𝑦
2𝜏𝑥𝑦

莫尔圆：

(𝜎𝛼 − 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦
2 )

2
+ 𝜏2

𝛼 = (𝜎𝑥 − 𝜎𝑦
2 )

2
+ 𝜏2

𝑥𝑦

8.2 三向应力状态

主应力排序：

𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ 𝜎3

最大正应力：

𝜎max = 𝜎1

最大切应力：

𝜏max = 𝜎1 − 𝜎3
2

8.3 广义胡克定律

主应力方向：

𝜀1 = 1
𝐸 [𝜎1 − 𝜇(𝜎2 + 𝜎3)]

𝜀2 = 1
𝐸 [𝜎2 − 𝜇(𝜎3 + 𝜎1)]

𝜀3 = 1
𝐸 [𝜎3 − 𝜇(𝜎1 + 𝜎2)]

剪切：

𝛾𝑥𝑦 = 𝜏𝑥𝑦
𝐺

体积应变：

𝜃 = 𝜀1 + 𝜀2 + 𝜀3 = 1 − 2𝜇
𝐸 (𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3)

平均应力：

𝜎𝑚 = 𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3
3

畸变能密度：

𝑣𝑑 = 1 + 𝜇
6𝐸 [(𝜎1 − 𝜎2)2 + (𝜎2 − 𝜎3)2 + (𝜎3 − 𝜎1)2]

9. 强度理论

前四种强度理论统一按相当应力校核：

𝜎𝑟 ≤ [𝜎]

按材料选用：
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• 塑性材料（典型：低碳钢）：主要防止屈服，常用第三或第四强度理论。
• 脆性材料（典型：铸铁）：主要防止断裂，常用第一或第二强度理论；拉、压许用应力不同时用莫尔
强度理论。

9.1 第一强度理论：最大拉应力理论

相当应力：

𝜎𝑟1 = 𝜎1

9.2 第二强度理论：最大伸长线应变理论

相当应力：

𝜎𝑟2 = 𝜎1 − 𝜇(𝜎2 + 𝜎3)

9.3 第三强度理论：最大切应力理论

相当应力：

𝜎𝑟3 = 𝜎1 − 𝜎3

9.4 第四强度理论：畸变能密度理论

相当应力：

𝜎𝑟4 = √1
2 [(𝜎1 − 𝜎2)2 + (𝜎2 − 𝜎3)2 + (𝜎3 − 𝜎1)2]

9.5 莫尔强度理论

拉压许用应力不同时，常用形式：

𝜎1 − [𝜎𝑡]
[𝜎𝑐]𝜎3 ≤ [𝜎𝑡]

10. 组合变形

10.1 叠加原理

在线弹性、小变形条件下：

𝜎 = ∑ 𝜎𝑖, 𝜏 = ∑ 𝜏𝑖, Δ = ∑ Δ𝑖

10.2 拉压与弯曲组合

轴向力与单向弯曲：

𝜎 = 𝐹𝑁
𝐴 + 𝑀𝑧𝑦

𝐼𝑧



目录 15

双向弯曲并含轴力：

𝜎 = 𝐹𝑁
𝐴 + 𝑀𝑧𝑦

𝐼𝑧
+ 𝑀𝑦𝑧

𝐼𝑦

按截面各点取最大拉、压应力校核。

偏心拉压，偏心距 𝑒：
𝑀 = 𝐹𝑒

𝜎 = 𝐹
𝐴 ± 𝐹𝑒

𝑊

10.3 圆轴弯曲与扭转组合

弯曲正应力：

𝜎 = 𝑀
𝑊

扭转切应力：

𝜏 = 𝑇
𝑊𝑡

圆截面中：

𝑊𝑡 = 2𝑊

危险点处平面应力的主应力：

𝜎1,3 = 𝜎
2 ± 1

2
√𝜎2 + 4𝜏2, 𝜎2 = 0

按第三强度理论：

𝜎𝑟3 = √𝜎2 + 4𝜏2

对圆轴代入 𝑊𝑡 = 2𝑊：
𝜎𝑟3 = 1

𝑊
√𝑀2 + 𝑇 2 ≤ [𝜎]

按第四强度理论：

𝜎𝑟4 = √𝜎2 + 3𝜏2

对圆轴代入 𝑊𝑡 = 2𝑊：
𝜎𝑟4 = 1

𝑊
√𝑀2 + 3

4𝑇 2 ≤ [𝜎]

10.4 拉弯扭组合

危险点正应力：

𝜎 = 𝜎𝑀 + 𝜎𝑁 = 𝑀
𝑊 + 𝐹𝑁

𝐴
危险点切应力：

𝜏 = 𝑇
𝑊𝑡

再按第三或第四强度理论校核：

𝜎𝑟3 = √𝜎2 + 4𝜏2 ≤ [𝜎]
𝜎𝑟4 = √𝜎2 + 3𝜏2 ≤ [𝜎]
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11. 压杆稳定

11.1 欧拉临界力

有效长度：

𝑙0 = 𝜇𝑙

欧拉公式：

𝐹𝑐𝑟 = 𝜋2𝐸𝐼
(𝜇𝑙)2 = 𝜋2𝐸𝐼

𝑙20

应取可能失稳方向中的最小惯性矩 𝐼min。

常用长度系数：

支承情况 𝜇

两端铰支 1
一端固定一端自由 2
两端固定 0.5
一端固定一端铰支 0.7

11.2 柔度与临界应力

惯性半径：

𝑖 = √ 𝐼
𝐴

柔度：

𝜆 = 𝜇𝑙
𝑖

欧拉临界应力：

𝜎𝑐𝑟 = 𝐹𝑐𝑟
𝐴 = 𝜋2𝐸

𝜆2

欧拉公式适用界限：

𝜆 ≥ 𝜆𝑝

𝜆𝑝 = 𝜋√ 𝐸
𝜎𝑝

11.3 中、小柔度压杆

中柔度压杆直线经验公式：

𝜎𝑐𝑟 = 𝑎 − 𝑏𝜆

与屈服极限分界：

𝜆0 = 𝑎 − 𝜎𝑠
𝑏

小柔度压杆：

𝜎𝑐𝑟 ≈ 𝜎𝑠
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11.4 稳定校核

稳定许用应力：

[𝜎]𝑠𝑡 = 𝜎𝑐𝑟
𝑛𝑠𝑡

稳定条件：

𝜎𝑐 = 𝐹
𝐴 ≤ [𝜎]𝑠𝑡

或：

𝐹 ≤ 𝐹𝑐𝑟
𝑛𝑠𝑡

12. 能量法

12.1 基本应变能

正应力应变能密度：

𝑣𝜀 = 𝜎2

2𝐸 = 1
2𝜎𝜀 = 𝐸𝜀2

2

切应力应变能密度：

𝑣𝛾 = 𝜏2

2𝐺 = 1
2𝜏𝛾 = 𝐺𝛾2

2

拉压杆：

𝑉𝑁 = ∫ 𝐹 2
𝑁

2𝐸𝐴 𝑑𝑥

圆轴扭转：

𝑉𝑇 = ∫ 𝑇 2

2𝐺𝐼𝑝
𝑑𝑥

梁弯曲：

𝑉𝑀 = ∫ 𝑀2

2𝐸𝐼 𝑑𝑥

必要时考虑剪切应变能：

𝑉𝑆 = ∫ 𝛼𝑠𝐹 2
𝑆

2𝐺𝐴 𝑑𝑥

总应变能：

𝑉𝜀 = ∫ 𝐹 2
𝑁

2𝐸𝐴 𝑑𝑥 + ∫ 𝑇 2

2𝐺𝐼𝑝
𝑑𝑥 + ∫ 𝑀2

2𝐸𝐼 𝑑𝑥 + ∫ 𝛼𝑠𝐹 2
𝑆

2𝐺𝐴 𝑑𝑥

12.2 克拉佩龙定理

线弹性体系：

𝑉𝜀 = 1
2 ∑

𝑖
𝐹𝑖𝛿𝑖
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12.3 卡氏定理

第一定理：

𝐹𝑖 = 𝜕𝑉𝜀
𝜕𝛿𝑖

第二定理：

𝛿𝑖 = 𝜕𝑉𝜀
𝜕𝐹𝑖

对常见内力形式：

𝛿𝑖 = ∫ 𝐹𝑁
𝐸𝐴

𝜕𝐹𝑁
𝜕𝐹𝑖

𝑑𝑥 + ∫ 𝑇
𝐺𝐼𝑝

𝜕𝑇
𝜕𝐹𝑖

𝑑𝑥 + ∫ 𝑀
𝐸𝐼

𝜕𝑀
𝜕𝐹𝑖

𝑑𝑥

桁架：

𝛿𝑖 = ∑
𝑗

𝐹𝑁𝑗𝑙𝑗
𝐸𝑗𝐴𝑗

𝜕𝐹𝑁𝑗
𝜕𝐹𝑖

12.4 单位载荷法与莫尔积分

在所求位移方向施加单位广义力，得到单位载荷内力 ̄𝐹𝑁 , ̄𝑇 , 𝑀̄, ̄𝐹𝑆：

Δ = ∫ 𝐹𝑁 ̄𝐹𝑁
𝐸𝐴 𝑑𝑥 + ∫ 𝑇 ̄𝑇

𝐺𝐼𝑝
𝑑𝑥 + ∫ 𝑀𝑀̄

𝐸𝐼 𝑑𝑥 + ∫ 𝛼𝑠𝐹𝑆 ̄𝐹𝑆
𝐺𝐴 𝑑𝑥

梁弯曲问题中最常用的是只保留弯矩项的莫尔积分：

Δ = ∫ 𝑀(𝑥)𝑀̄(𝑥)
𝐸𝐼 𝑑𝑥

若 𝐸𝐼 为常数：
Δ = 1

𝐸𝐼 ∫ 𝑀(𝑥)𝑀̄(𝑥) 𝑑𝑥

分段梁或 𝐸𝐼 分段常量时：
Δ = ∑

𝑖
∫

𝑙𝑖

𝑀𝑖(𝑥)𝑀̄𝑖(𝑥)
𝐸𝑖𝐼𝑖

𝑑𝑥

求指定点挠度：在该点沿所求位移方向施加单位力，作单位载荷弯矩图 𝑀̄。

求指定截面转角：在该截面沿所求转角方向施加单位力偶，作单位力偶弯矩图 𝑀̄𝜃：

𝜃 = ∫ 𝑀(𝑥)𝑀̄𝜃(𝑥)
𝐸𝐼 𝑑𝑥

当某一段内 𝐸𝐼 为常数，且至少有一个弯矩图为直线时，可用图乘法：

∫
𝑙𝑖

𝑀(𝑥)𝑀̄(𝑥)
𝐸𝐼 𝑑𝑥 = 𝜔𝑖𝑦𝐶𝑖

𝐸𝐼

分段求和：

Δ = ∑
𝑖

𝜔𝑖𝑦𝐶𝑖
𝐸𝑖𝐼𝑖

取曲线图面积 𝜔𝑖，在直线图上取形心对应纵坐标 𝑦𝐶𝑖。两图同侧取正，异侧取负。

图乘法常用面积与形心位置：
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• 矩形，高 ℎ，长 𝑙：
𝜔 = ℎ𝑙, 𝑥𝐶 = 𝑙

2

• 三角形，高 ℎ，底 𝑙：
𝜔 = 1

2ℎ𝑙, 𝑥𝐶,距高端 = 𝑙
3, 𝑥𝐶,距零端 = 2𝑙

3

• 端点为零、另一端高 ℎ 的二次抛物线 𝑦 = ℎ(𝑥/𝑙)2：

𝜔 = 1
3ℎ𝑙, 𝑥𝐶 = 3𝑙

4（距零端）

• 两端为零、中点高 ℎ 的对称二次抛物线：

𝜔 = 2
3ℎ𝑙, 𝑥𝐶 = 𝑙

2

桁架：

Δ = ∑
𝑗

𝐹𝑁𝑗 ̄𝐹𝑁𝑗𝑙𝑗
𝐸𝑗𝐴𝑗

12.5 互等定理

线弹性结构中：

𝛿𝑖𝑗 = 𝛿𝑗𝑖

13. 超静定结构

13.1 力法基本方程

一次超静定：

𝛿11𝑋1 + Δ1𝐹 = 0

𝑛 次超静定：
𝑛

∑
𝑗=1

𝛿𝑖𝑗𝑋𝑗 + Δ𝑖𝐹 = 0, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛

其中：

• 𝑋𝑗 为多余约束力或多余约束力偶。

• 𝛿𝑖𝑗 为基本体系在单位多余力 𝑋𝑗 = 1 作用下，于 𝑋𝑖 方向产生的位移。

• Δ𝑖𝐹 为基本体系在原载荷作用下，于 𝑋𝑖 方向产生的位移。
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13.2 位移系数

只考虑弯曲时：

𝛿𝑖𝑗 = ∫ 𝑀𝑖𝑀𝑗
𝐸𝐼 𝑑𝑥

Δ𝑖𝐹 = ∫ 𝑀𝑖𝑀𝐹
𝐸𝐼 𝑑𝑥

若轴力、扭矩不可忽略，则叠加相应能量项：

𝛿𝑖𝑗 = ∫ 𝐹𝑁𝑖𝐹𝑁𝑗
𝐸𝐴 𝑑𝑥 + ∫ 𝑇𝑖𝑇𝑗

𝐺𝐼𝑝
𝑑𝑥 + ∫ 𝑀𝑖𝑀𝑗

𝐸𝐼 𝑑𝑥

位移系数对称：

𝛿𝑖𝑗 = 𝛿𝑗𝑖

14. 动载荷

14.1 动荷系数

动荷系数定义：

𝐾𝑑 = 动响应
静响应

常用关系：

𝑃𝑑 = 𝐾𝑑𝑃 , Δ𝑑 = 𝐾𝑑Δ𝑠𝑡, 𝜎𝑑 = 𝐾𝑑𝜎𝑠𝑡

强度校核：

𝜎𝑑 ≤ [𝜎]

14.2 动静法

惯性力：

𝐹𝑖 = −𝑚𝑎

加速度提升总重 𝑃 的构件：
𝐹𝑁𝑑 = 𝑃 (1 + 𝑎

𝑔 )

若被提升物重 𝑃0，同时考虑构件自重 𝑞𝐿：

𝐹𝑁𝑑 = (𝑃0 + 𝑞𝐿) (1 + 𝑎
𝑔 )
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14.3 转动薄圆环

薄圆环平均直径 𝐷、角速度 𝜔、材料单位体积重量 𝛾：

𝜎𝑑 = 𝛾𝜔2𝐷2

4𝑔

令 𝑣 = 𝜔𝐷/2，则：
𝜎𝑑 = 𝛾𝑣2

𝑔

若使用质量密度 𝜌 = 𝛾/𝑔：
𝜎𝑑 = 𝜌𝑣2

14.4 竖直冲击

先求静位移 Δ𝑠𝑡，再用能量法求动荷系数。

落高 ℎ：

𝐾𝑑 = 1 + √1 + 2ℎ
Δ𝑠𝑡

突加载荷 ℎ = 0：
𝐾𝑑 = 2

Δ𝑑 = 𝐾𝑑Δ𝑠𝑡, 𝜎𝑑 = 𝐾𝑑𝜎𝑠𝑡

14.5 水平冲击

质量对应的重量 𝑃，冲击速度 𝑣，对应静位移 Δ𝑠𝑡：

1
2

𝑃
𝑔 𝑣2 = 1

2
Δ2

𝑑
Δ𝑠𝑡

𝑃

解得：

Δ𝑑 = √𝑣2

𝑔 Δ𝑠𝑡

动荷系数：

𝐾𝑑 = Δ𝑑
Δ𝑠𝑡

= √ 𝑣2

𝑔Δ𝑠𝑡

𝜎𝑑 = 𝐾𝑑𝜎𝑠𝑡
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15. 交变应力与疲劳

15.1 交变应力参数

最大应力与最小应力：

𝜎max, 𝜎min

应力比：

𝑟 = 𝜎min
𝜎max

应力幅：

𝜎𝑎 = 𝜎max − 𝜎min
2

平均应力：

𝜎𝑚 = 𝜎max + 𝜎min
2

也可反推：

𝜎max = 𝜎𝑚 + 𝜎𝑎, 𝜎min = 𝜎𝑚 − 𝜎𝑎

15.2 循环类型

对称循环：

𝑟 = −1, 𝜎𝑚 = 0, 𝜎𝑎 = 𝜎max

脉动循环：

𝑟 = 0, 𝜎min = 0, 𝜎𝑚 = 𝜎𝑎 = 𝜎max
2

静应力：

𝑟 = 1, 𝜎𝑎 = 0, 𝜎𝑚 = 𝜎max = 𝜎min

15.3 疲劳极限

材料能承受无限次循环而不破坏的最大应力，称为疲劳极限或持久极限：

𝜎𝑟

对称循环疲劳极限常记为：

𝜎−1

有色金属等无明显水平段时，可取规定循环次数 𝑁0 下的最大应力作为条件疲劳极限。

15.4 影响疲劳极限的因素

• 外形突变导致应力集中，疲劳极限降低。
• 截面尺寸增大，疲劳极限通常降低。
• 表面质量提高，疲劳极限提高。
• 提高疲劳强度的措施：减缓应力集中，提高表面光洁度，增强表面强度。
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16. 做题流程速查

• 强度：画受力图求内力 → 找危险截面与危险点 → 写出 𝜎, 𝜏 → 单一应力直接校核，复杂应力求主应
力或相当应力 → 与许用应力比较。

• 刚度：写变形公式或微分方程 → 代入边界/连续条件或叠加公式 → 校核 Δ、𝜃、𝜑′。

• 稳定：确定 𝜇 → 取最小惯性矩方向求 𝑖 = √𝐼/𝐴 → 求 𝜆 = 𝜇𝑙/𝑖 → 按柔度范围选欧拉公式、经验公

式或屈服控制 → 校核 𝐹 ≤ 𝐹𝑐𝑟/𝑛𝑠𝑡。

• 超静定：判断超静定次数→解除多余约束建立基本体系→写协调方程→用单位载荷法求 𝛿𝑖𝑗、Δ𝑖𝐹
→ 解多余力，回原结构求内力/应力/位移。
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